Denombrement des ordres etages  by Kreweras, G
Discrete Mathematics 53 (1985) 147-149 
North-Holland 
147 
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40, rue Lac~.p~de, 75005 Par/s, France 
We define a 'tiered poset' N of cardinality n by the condition that all the maximal chains 
have the same length e. Each dement has its 'tier number'; the elements with tier number e are 
the maximal elements. 
The paper is devoted to the enumeration of the tiered orders. The method is a reeursive 
calculation of the integers e,(e, k), which enumerate the tiered orders on a given set of n 
elements, with e tiers and k maximal dements; these numbers are summed up with respect to e 
and k. A special treatment is necessary for e = 2 to begin the procedure. 
The numerical results are exhibited for n ~< 11 and compared with the total number of posets 
for given n. The paper concludes with a common arithmetical conjecture for both sequences. 
1. Introduction 
Une m6thode de d6nombrement de tous les  ordres constructibles ur un 
ensemble donn6 N de cardinal n a 6t6 donn6e darts [3], et appliqu6e pour n ~< 11. 
Darts [1] ont 6t6 consid6r6s les ordres gradu6s ('graded'), avec indication de 
proe&iures de d6nombrement; ces ordres sont d6finis par l'existence d'une 
application f :  N ~ ~ telle que si b couvre a on ait f(b) = f (a)  + 1. 
Les ordres consid6r6s ici sont plus particuliers encore. Nous les nommons 
'6tag6s' et les d6fmissons en supposant que toutes les chaines maximales d6finies 
sur N ont une m~,me longueur e. L'6tage 1 est celui des 616ments minimaux, 
l'6tage e est eelui des 616ments maximaux. La m6thode de d6nombrement 
consistera h compter le hombre e,(e, k) d'ordres 6tag6s constructibles sur N qui 
ont e &ages et k 616ments maximaux, puis ~ sommer pour tousles couples (e, k) 
admissibles. 
2. R6sultats 
Le case  = 1 ne peut se produire que pour l 'ordre trivial (incomparabilit6 otale, 
616ments tous ~ la lois maximaux et minimaux). Consid6rons done pour com- 
mencer le cas o~ e = 2; il y a h 616ments minimaux et k 616ments maximaux, avee 
h >~ 1, k>~ 1 et h + k = n. Ce eas revient, comme on s'en assure ais6ment, 
compter le nombre c(h, k) des tableaux de h lignes et k colonnes dont les hk eases 
ne contiennent que des 0 ou des 1, de fafon clue ehaque ligne et elaaque colonne 
eontienne au moins un 1. Ce probl~me a 6t6 abord6 (parmi d'autres) dans [2] et 
r6solu de deux mani~res, dont rune  se pr6te partieuli~rement bien au ealeul: 
partant de la remarque triviale que e(1, k )=c(h ,  1 )=1,  on se sert de la 
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r6currence 
c(h ,k )=(2h-1)c (h ,k -1 )+ ~. . 2h - ' c (h - i , k -1 ) ,  (1) 
i= l  
qui se justitie si l 'on appelle i le nombre de lignes nuUes qui apparaltraient par 
suppression de la demi~re colonne. Le tableau num6rique des c(h, k) figure dans 
[2] pour h + k ~<9, mais se prolonge facilement par la r6currence (1). On a ainsi 
e,(2, k) = c(n - k, k). 
Pour net  e donn6s, le nombre k d'616ments maximaux est certainement 
~<n - e + 1 (puisqu'il y a au moins un 616ment par &age). Si 1'on se donne k, il y a 
(~) mani~res de sp6cifier l 'ensemble de ces 616ments maximaux. Si l'on supprime 
ceux ci il reste un ensemble N' de cardinal n -  k, ayant e -  1 &ages et un certain 
nombre h d'616ments maximaux. I1 y a ainsi e,-k (e -- 1, h) possibilit6s pour N', et 
pour chacune d'elles il y a c(h, k) mani~res de faire couvrir les h 616ments 
maximaux de E'  par les k 616ments maximaux de E. 
On en conclut que 
e,(e, k )= ~ e~_k(e- 1, h)c(h, k). (2) 
h=l  
Pour n donn6, il est facile de s'assurer que le nombre de couples (e, k) dormant 
une valeur non nulle/ l  e,(e, k) est  ½(rl 2 - n -4- 2). La fol'mule (2) permet le calcul de 
proche en proche des tableaux triangulaires e,(e, k) pour les valeurs ascendantes 
de n; des simplifications pratiques interviennent si l 'on remarque que e,(e, k) est 
divisible par le produit (~)(e-1)!, ce qui permet de ne manipuler en cours de 
calcul que les quotients. On calcule enfin 
= k). 
(e. k) 
Si l'on appelle, pour n donn6, O, le nombre total d'ordres, les r6sultats 
comparatifs ont donn6s pour n ~< 11 par la Table 1. 
Table 1 
n o, E, 100 EJO, 
1 1 1 100 
2 3 3 100 
3 19 13 68.4 
4 219 111 50.7 
5 4 231 1 381 32.6 
6 130 023 25 623 19.7 
7 6 129 859 678 133 11.1 
8 431 723 379 26 269 735 6.06 
9 44 511 042 511 1 447 451 707 3.25 
10 6 611 065 248 783 114 973 020 921 1.74 
11 1 396 281 677 105 899 13 034 306 495 563 0.93 
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Terminons par une double observation de nature arithm6tique, pour laquelle 
nous n'avons pas de d6monstrat ion g6n6rale/~ proposer: pour  n~<11 les termes 
de la suite On apparaissent congrus, modulo 6, a lternat ivement h 1 et h 3, et il en 
est de m6me des termes de la suite E, .  Le fair pourrait  6tre dfi au 'hasard', c'est- 
~-dire ne plus se v6rifier pour des valeurs de n plus grandes: mais il pourrait  aussi 
r6sulter d'une propri6t6 cach6e des algorithmes de calcul. Le probl~me demeure 
ouvel-t. 
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